1 Przeksztalcenie Laplace’a

1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci przeksztalcenia Laplace’a

Definicja Niech dana bedzie funkcja f okreslona na przedziale [0, c0). Przeksztatcenie

(transformate) Laplace’a funkcji f definiujemy wzorem
F(s) = / F(t) et dt,
0

gdzie s jest zmienng zespolong. Funkcje F' nazywamy obrazem funkcji f i oznaczamy takze

przez L[f].
Przyktad Wyznaczymy z definicji transformate funkeji f(¢) = e, gdzie o € R.

F(s) = / et dt = / el dt = lim el gt — ( lim el _ 1)
0 0 T—o0 Jo a — S \T—oo

Poniewaz s € C, wiec s = x+iy, gdzie z = Re(s), y = Im(s). Wobec tego, zgodnie z wzorem

Eulera, mamy
@) — =T [ co5(yT) — isin(yT) ]

Zatem jesli o — x < 0, to otrzymujemy

cO oznacza, ze
1
Lle™] = , gdy Re(s) > a. (1)

S —

Uwaga  Analogicznie mozna wyznaczy¢ transformate funkeji f(t) = e, gdzie a € C.

Otrzymamy wowczas

Ll = 1 edy Re(s) > Re(a). ()

s—a
Definicja Funkcjg Heaviside’a nazywamy funkcje okreslong wzorem

(t)— 0 dla t <0
TUZY 1 @ >0

Przyklad Wyznaczymy z definicji transformate funkcji Heaviside’a
00 T 1
Pis)= [~ etar=tim [ etdr=—- (hm =T _ 1)
0 T—oo Jo S \T'—oo

Zatem jesli z = Re(s) > 0, to otrzymujemy

cO oznacza, ze



Uwaga Powyzszy wzor jest tez zapisywany w postaci
1
L[1] = -, gdy Re(s) > 0. (4)
S

Podamy teraz warunki wystarczajace istnienia transformaty Laplace’a

Twierdzenie Jezeli funkcja f : [0,00) — R spelnia warunki:

1. na kazdym przedziale [0, T], gdzie T > 0, ma skonczong liczbe punktéw nieciggtosci i sg

one pierwszego rodzaju,
2. ner Inrs0 Viso |f(1)| < M eV,

to jej transformata Laplace’a L[f(t)] istnieje dla Re(s) > A.
Funkcje spetniajaca warunki 1-2 powyzszego twierdzenia nazywamy oryginatem.
Przeksztalcenie Laplace’a jest liniowe, co oznacza, ze jezeli istniejg transformaty Laplace’a
funkcji f i g oraz c € R, to
LIf +g] = Lf] + L[g], (5)

Llcf] = cL[f]. (6)
Przyklad Wyznaczymy transformaty Laplace’a funkcji cosht i sinht. Mamy

Lcosht] = L B (et + e_tﬂ = ;ﬁ[et] + ;E[e_t]

Stad na podstawie wzoru (1) mamy

1 1 1 1 s
h = — — =
Lleosht) = 5 Sy P s~ 9 -1
czyli
L[cosht] = — i T gdy Re(s) > 1. (7)
8 pa—

Analogicznie, korzystajac ze wzoru sinht = 5 (e! — e™") mozna otrzymaé

N[

Llsinh ] = 521_1 ody Re(s) > 1. (8)
Jezeli f jest funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej t dla ¢t > 0, to znaczy
F(t) = u(t) + iv(2),
gdzie u i v s funkcjami rzeczywistymi, dla ktorych istnieja transformaty Laplace’a, to
L[f] = L[u] +iL]v]. (9)

Przyklad Korzystajac ze wzoréw Eulera

e’ = cost +isint, e " =cost —isint,
otrzymujemy
L/ i —it . Lo —it
cost—i(e +e ), Slnt—2—i<e —e )



Zatem . .
L[cost] = EE[eit] + iﬁ[e’it},

korzystajac teraz z wzoru (2) otrzymujemy

L[cost] = = j_ 7 gdy Re(s) > 0.

Analogicznie
) 1
Llsint] = L gdy Re(s) > 0.

Nastepne twierdzenie dotyczy zmiany skali (zwane tez twierdzeniem o podobienstwie)
Jezeli funkcja f jest oryginalem, a F' jej transformata, to dla dowolnego

Twierdzenie
a > 0 prawdziwa jest rownosé
1 s
Llf(at)] = ~ F () .
flat) =~ F (2

Przyklad Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozna znalezé

L[cosh 2t] = ; (

—_
w

1
Llsin3t] = -—— =
1 171 s s?+8
26, _ + I —
Llcos™2t] = 2£[1 + cos 4] 2 [s Ty 16] s(s? +16)

Podamy teraz twierdzenie dotyczace przesuniecia argumentow obrazu (zwane tez twierdze-

niem o tlumieniu)
Twierdzenie Jezeli funkcja f jest oryginatem, a F' jej transformata, to dla dowolnego

G € R zachodzi
Ll f(t)] = F(s+ ).

Przyklad Wyznaczymy transformate funkcji f(t) = e? sin 3t. Poniewaz

E[Sin 3t] = 52?—)|—9’

to zgodnie z podanym wyzej twierdzeniem

3

Lle*sindt] = ———
| ] (s—2)249

Nastepne twierdzenie dotyczy przesuniecia argumentéw oryginatu
Jezeli funkcja f jest oryginatem, a F' jej transformata, to dla dowolnego

Twierdzenie
~v > 0 prawdziwa jest rownos¢

LIf(t=7)] =eTF(s).
Przykltad Wyznaczymy transformate funkeji f(t) = sin (t — g) Poniewaz

1
s24+1

L[sint] =

Y



to zgodnie z podanym wyzej twierdzeniem

x 1
L [sin (t — Z)] =¢ 4° o1

Whniosek Jezeli funkcja f jest oryginatem, a F’ jej transformata, to dla dowolnych o,y > 0

prawdziwa jest rownosc¢

Llf(at =)= e F (2).

!
Obecnie podamy twierdzenie o rézniczkowaniu obrazu

Twierdzenie Jezeli funkcja f jest oryginatem, a F' jej transformata, to dla dowolnego

n € N prawdziwa jest réwnos¢
L ()] = (=1)"F"(s).

Przyktad Wyznaczymy transformate funkcji f(¢) =", dla dowolnego n € N. Poniewaz

czyli dla przyktadu

-0 () -

1.2 Odwrotne przeksztalcenie Laplace’a

Obok wyznaczania transformat danych funkeji waznym zagadnieniem jest znajdowanie funk-
cji, ktorych transformaty sg dane. Zagadnienie to sprowadza sie do rozwigzania rownania cal-

kowego postaci
|7 e tae=Fs),
0
gdzie F' jest dang funkcja, zas f jest funkcja niewiadoma. Powyzsze rownanie catkowe mozna

zapisa¢ w postaci rownania operatorowego

Jezeli pewna funkcja f jest rozwiazaniem réwnania catkowego, a tym samym i réwnania

operatorowego, to fakt ten bedziemy zapisywaé w postaci

Powyzszy wzor okresla przeksztatcenie, ktére bedziemy nazywaé odwrotnym przeksztat-

ceniem Laplace’a.



Przyklad Poniewaz L[1] = 1 dla Re(s) > 0, wicc L[] =1 dlat > 0.
Poniewaz L[e"] = L= dla Re(s) > Re(a), wigc L7 { 1 } =e" dlat > 0.

s—a

Odwrotne przeksztalcenie Laplace’a jest liniowe, co oznacza, ze jezeli istnieja odwrotne
transformaty Laplace’a L71[F]| i L71[G] oraz ¢ € C, to

LYF+G] = L7 F] + £7Ya), (12)

L7 cF) = cLTF). (13)

Przyktad Korzystajac z powyzszych wzoréw obliczymy transformate odwrotng funkcji

F(s) = &' Poniewaz

1 1 1
F = = — —
(s) s(s+1) s s+1
wiec
ﬁl[F(S)]:ﬁl[l]—ﬁl{ ! }zl—et dla ¢>0.
s s+1

1.3 Metoda operatorowa rozwigzywania rownan i ukladéw réwnan

rézniczkowych

Metoda operatorowa rozwiazywania réwnan i uktadow rownan roézniczkowych opiera sie na
nastepujacym twierdzeniu:

Twierdzenie Jezeli funkcja f oraz jej pochodne f', f*, ..., f™ Y sy oryginatami, a
ponadto funkcja ta ma w przedziale (0,00) ciagta n-ta pochodna, to istnieje transformata

Laplace’a L[f™] oraz prawdziwy jest wzor
LUO0] = " F(s) = 7 F04) = 5721 (04) — .= 57 D(04) — [ (04),
gdzie F'(s) = L[f(t)] oraz

f(04) = lim f(t), f(04)=lim (&), ... fOU0+)= lim fOV@).

t—0+ t—0+ t—0+

Uwaga Dla n =1 mamy

adlan=2
LI ()] = s*F(s) = sf(0+) = [ (0+)
Przyktad Znajdziemy rozwigzanie rownania y — 2y = 0 spetniajace warunek y(0) = 1.
Funkcja nieznana w tym réwnaniu jest y = y(t). Jej transformate oznaczymy przez Y =
Y(s), czyli Y(s) = L[y(t)]. Z uwagi do twierdzenia wynika, ze L[y ()] = sY (s) — y(0). Wobec

tego stosujac transformate Laplace’a i jej wtasnosci do réwnania, otrzymamy

Lly]—2L[y] = L[0]



Poniewaz L]0] = 0, wigc

skad
Y = L
s—2
oraz
Lly = —
Y s —2
czyli

zatem ostatecznie mamy
y = e dla t>0.

Przyktad Znajdziemy rozwigzanie réwnania y  + y = 1 spehiajgce warunki y(0)

y' (0) = 0.
Obliczajac transformaty obydwu stron réwnania otrzymamy

1
Y +Y = -
S

skad
1 1 s

Cos(s2+1) s s241

Stosujac odwrotne przeksztatcenie Laplace’a mamy
1 S
et
4 s s2+1

y=1—cost dla ¢ > 0.

skad

Przyklad Znajdziemy rozwiazanie uktadu réwnan

2 +2 —y+22=0
Y +32 —3y+2=0

spetniajace warunki y(0) = 1, 2(0) = 0.

Oznaczajac Y = L[y|, Z = L|z] i obliczajac transformaty obydwu stron réwnaii mamy

2sY +sZ —-Y +27 =2
sY +3sZ—-3Y+27=1

Jest uktad réwnan algebraicznych, ktorego rozwigzaniem jest

Y —

skad
y =cost, z=sint dla ¢t >0.



