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Program wyktadow

Wprowadzenie. Literatura. WiadomosSci organizacyjne.
Podstawowe -pojecia teorii. sygnatow. Sygnaty i systemy
analogowe i cyfrowe. Cele analizy sygnatow.
Przetwarzanie sygnatow. Przyktady sygnatow i systemow.

Klasyfikacja sygnatow. Sygnat mocy i sygnat energii.
Przyktady. Transformacje sygnatow w dziedzinie czasu.
Sygnaty okresowe | prawie okresowe. Modulacja
amplitudy, fazy i czestotliwoSci sygnatu.

Parametry sygnatow deterministycznych - wartos$é¢ srednia,
skuteczna. Sygnaty zespolone. Rozklad sygnatow na
skiadowe. Przykiady wybranych sygnatow
deterministycznych. Podstawowe zagadnienia wystepujace
w cyfrowej obrobce sygnatow. Moc i energia sygnatow.

Sygnaly dystrybucyjne. Wiasciwosci dystrybucji Diraca. -

Inne sygnaty dystrybucyjne.



5. Sygnaty wykfadniczy i harmoniczny. Ciggty sygnat
wyktadniczy zespolony i jego przypadki. Wyzsze
harmonicznych sygnatu ciggtego. Dyskretny sygnat
wyktadniczy zespolony i jego przypadki. Warunek
okresowosci sygnatu harmonicznego ciagtego i dyskretnego.
Porownanie sygnatu harmonicznego ciagtego i dyskretnego.

6. Systemy czasu ciagtego i dyskretnego. Przykfady systemow.
Schemat blokowy. Potaczenia systemow. Systemy ze
sprzezeniem zwrotnym- przyktad. Podstawowe wiasciwosci
systemow. Systemy liniowe stacjonarne LTI. Rownania
rozniczkowe i roznicowe opisujgce ukitady LTI- przykfady
rozwigzan.

7. Analiza w dziedzinie czasu systemow LTI. Obliczanie
odpowiedzi systemu LTI ciagtego i dyskretnego na dowolny
sygnat na podstawie jego odpowiedzi czasowej na sygnat
impulsowy. Przykiady. Systemy o skonczonej (FIR) i
nieskonczonej (IIR) odpowiedzi impulsowe].



8.

10.

11.

Badanie wiasciwosci systemow LTI na podstawie ich
odpowiedzi impulsowej. Niewyprzedzalne systemy LTI
opisane rownaniami rozniczkowymi i roznicowymi o statych
wspotczynnikach.—.konstruowanie schematow blokowych dla
systemow pierwszego rzedu.

Odpowiedz liniowego ukladu stacjonarnego na sygnat
zespolony - pojecie funkcji wiasnej i wartosci wiasnej
systemu LTI. Szereg Fouriera sygnatow ciagtych okresowych.
Warunki Dirichleta. Wzor Parsevala. Przykiady.

Szereg Fouriera sygnatdow okresowych dyskretnych.
Wyznaczanie wspotczynnikow szeregu Fouriera sygnatu
dyskretnego, przyktady. Wiasciwosci dyskretnego szeregu
Fouriera. Wzor Parsevala dla sygnatu okresowego
dyskretnego. Szeregi Fouriera a systemy LTI- odpowiedz
czestotliwosciowa.

Filtracja sygnatow. Przyklady filtrow sygnalc')w ciqglych Filtry
sygnatow dyskretnych opisywane rownanlaml roancowyml
Przykiady.



12.

13.

14,

15.

Przedstawienie =~ sygnatow  nieokresowych:  dyskretna
transformata Fouriera. Problemy zbieznosci dyskretnej
transformaty Fouriera. Dyskretna transformata Fouriera
sygnatow periodycznych. Wybrane wiasciwosci dyskretnego
przeksztatcenia Fouriera. Zaleznos¢ Parsevala. Wiasciwosci
splotu.

Wiasnos¢ powielania. Zestawienie wlasciwosci i
podstawowych transformat Fouriera. Dualizm: dyskretnego
szeregu Fouriera, miedzy dyskretna transformata Fouriera a
Ciaglym szeregiem Fouriera.

Probkowanie sygnatow. Prdbkowanie sygnatu ciagtego.
Twierdzenie o probkowaniu. Czestotliwosé Nyquista.
Rekonstrukcja sygnatu na podstawie jego probek. Wybrane
zagadnienia probkowania sygnatu dyskretnego.



Koncepcja sygnatu

Pojecie sygnalu wykorzystywane jest w wielu dziedzinach

nauki 1 technologii:

» telekomunikacja,

e astronomia,

* teoria 1 projektowanie obwodow,

* sejsmologia,

* inzynieria biomedyczna,

e generacja 1 przesyt energii,

* sterowanie procesami chemicznymai,
e obrobka dzwickow,

* rozpozZnawani€ mowy,

* rekonstrukcja obrazow,

* nauki spoleczne 1 ekonomiczne, ekonometria, bankowos¢



Zastosowania przetwarzania
sygnatow

&~ badanie zachowania si¢ systemow za pomoca
analizowania ich odpowiedzi na r6zne rodzaje
sygnatow wejsciowych

¢~ projektowanie systemoOw do obrobki sygnatow —
naleza tu: systemy do odzyskiwania sygnatow, ktore
zostaly z jakiegos powodu zakidcone, zasmiecone,
rekonstruowanie obrazoéw, np. wnetrza zbiornika z
paliwem, czy odlegtej gwiazdy



projektowanie  systemOw do  analizy  sygnalu
wejsciowego, z  ktorego  wyprowadza si¢  zadane
informacje.

- rynek finansowy (analizujac jego zachowania 1 trendy
w przesziosci mozna wyciggna¢ informacje dotyczace
prawdopodobnych zachowan w przysziosci),

- eclektrokardiogram (analizujac zapis pracy serca
stawiamy diagnoz¢ o jego stanie)

modyfikacja 1 sterowanie parametrami systemu, np. na
drodze odpowiedniego doboru sygnatow wejsciowych
lub zastosowanie specjalnego systemu. Waznym
zagadnieniem w tej klasie zastosowan jest pojecie
sprz¢zenia zwrotnego.



Szeroka dziedzing zastosowan, w ktorej pojecie sygnatu i
jego obrobki oraz zwiazane z tym zagadnienia sa niezwykle
istotne, jest telekomunikacja.

Naleza tu takie problemy jak:

konstruowanie sygnatow 0 szczegOlnych
wilasciwosciach, np. o czestotliwosci zapewniajace]
mozliwos¢ jego przesytania na dalekie odlegtosci,
filtrowanie sygnatow,

modulacja 1 demodulacja,

transmisja danych do wielu urzadzen jednym kanalem
transmisyjnym (tzw. multipleksowanie w dziedzinie
czasu 1 w dziedzinie czestotliwosci oraz de-
multipleksowanie).



Przyktadowy system przetwarzania sygnatow

Obiekt fizyczny

zrodlo informacji

| sygnat
zmodulowany
odbiorczy

Demodulator

Pierwotny sygnat
l Cl
sygna zdemodulowany

L Dekoder

Przetwornik

informacyjny

Kanal sygnal
sygnal zdekodowany

elektryczny o L
v transmisyjny -
Przetwornik

Koder

sygnal sygnat .
kodowany informacyjny

v v
Modulator Odbiornik
informacji

sygnat
zmodulowany
nadawczy
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Operacje na sygnatach

Glowna cechg sygnalu jest to, ze niesie on informacje
o zachowaniu systemoOw 1 naturze zjawisk.

Obecnie wielokrotnie musimy dokonywac
przeksztatcen sygnatow z analogowych na dyskretne 1
na odwrot. Proces przechodzenia z sygnatu
analogowego na cyfrowy nazywamy dyskretyzacja 1
odbywa si¢ za pomoca tzw. proObkowania a proces
odwrotny ucigglaniem sygnalu 1 do tego
wykorzystujemy aproksymacje.



Najbardziej znany przyktad dyskretyzacji systemow ciggtych, to
numeryczne rozwigzywanie rownan, w ktorych wszystkie operacje

Wykonywane sq na sygnalach cyfrowych (np. operacje
rozniczkowania zastepujemy roznicami skonczonymi).

Wspolczesnie, poniewaz dysponujemy wysokiej klasy systemami
cyfrowymi (mikroprocesorami), wszelkie operacje dotyczace
obserwacji 1 sterowania systemami odbywaja si¢ w dziedzinie
dyskretne;.

Znacznie latwiej prowadzi¢ obserwacje 1 sterowanie systemem w
dziedzinie dyskretnej niz ciagle;.

Proces uciaglania prowadzimy w celu znalezienia bardziej ogolnych
prawidlowosci rzadzacych systemami.

12



Sygnal moze by¢ funkcja wielu zmiennych 1 zwykle jest, np. obraz
(nieruchomy - f. wspotrzednych prostokatnych, ruchomy jw. + czas), ale
omawia¢ bedziemy tylko sygnaly jednej zmiennej niezaleznej 1 bedziemy
przez t¢ zmienng rozumiec czas: ciagly ¢, badz dyskretny .

Sygnal mozemy przedstawi¢ w postaci graficznej oraz za pomoca funkcji
analitycznej. Zawsze jesli sygnal jest opisany analitycznie, mozna go
przedstawi¢ w postaci graficzne;.

Sygnal otrzymany graficznie, np. na ekranie oscyloskopu lub jako wynik
obliczen numerycznych, aproksymujemy aby mie¢ jego analityczna
postac.

13



Podziat sygnatow

* QOgraniczone co do wartosci, to takie ktorych wartosci
liczbowe w calym zakresie zmiennej niezaleznej n nie
przekraczaja pewnej liczby

* O skonczonym czasie trwania, do ktorych zaliczymy
sygnaty rozne od zera w ograniczonym przedziale czasu
oraz rowne zeru dla czasu spoza tego przedziatu

* O ograniczonym widmie, to zb10r sygnalow, ktorych
widmo X(jw) jest ograniczone pewna statg W.

Widmo sygnalu - transformata Fouriera sygnatu x[n]

14



Sygnal dyskretny moze mieC skonczona lub nieskonczong
dlugos¢. Sygnat dyskretny o skonczonej dtugosci zawiera si¢ w
przedziale od N, do N,, przy czym N, >N,. Czas trwania sygnalu

wyznaczamy jako: N=N,-N, +1.

* Sygnaly kwantowane w pionie
* Sygnaly kwantowane w poziomie

e Sygnaly cyfrowe

0

Sygnat kwantowany w pionie

15
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Dyskretyzacja sygnatu




Energia sygnatu

E = < lim j\x(t)\ dt = j\x(t)\ dt

T >

def +N 400

E,. = lim Y|x[n]|" = Y |x[n]|

N—>a0 n=—N N=—o0
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Moc sygnatu

def

P = I|m—
T—o T

def _ 1
P_=1lim
N—o 2N

ﬁx(t)\ dt

Z\X[n]\

+1 .2
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Moc sygnatu okresowego
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Sygnhat mocy | energii

Sygnaly o skonczonej energii, E<oco. Takie sygnaly musza miec

zerowa moc srednig - Przyktadem sygnatu o
skonczonej energii 1 zerowej mocy jest sygnal bramka.

Sygnaly o skonczonej mocy sredniej i nieskonczonej energii. Jesh
sygnatl niesie niezerowq moc srednig, to w nieskonczonym przedziale
czasu uzyskamy nieskonczong 1ilos¢ energii. Przykladem takiego
sygnalu jest kazdy sygnat staly oraz sygnaly okresowe -

np. sygnat staty x[n]=4, ktérego moc srednia wynosi 16, zas
energia jest nieskonczenie duza.

Sygnaly, ktorych moc i energia maja w nieskonczonym przedziale
czasu nieskonczona wartosc.
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Zaleznos$ci przydatne przy wyznaczaniu parametrow
sygnatow dyskretnych

e suma skonczonego-szeregu sygnatu wyktadniczego, a - liczba zespolona




Parametry sygnatow deterministycznych

Parametr

Sygnat ciggty x(t)

Sygnat dyskretny x[n]

Wartos¢ srednia w
przedziale czasu

Wartosc¢ srednia
catego sygnatu

Wartosc¢ srednia
sygnatu okresowego

Srednia biezaca




Parametry sygnatow deterministycznych

Parametr

Sygnat ciggty x(t)

Sygnat dyskretny x[n]

Wartos¢ skuteczna
W przedziale czasu

Wartos¢ skuteczna

catego sygnatu
(wartosc¢ sredniokwadratowa)

Wartosc¢ skuteczna
sygnatu okresowego

Wariancja sygnatu




Transformacje sygnatu w dziedzinie
zmiennej niezaleznej

 Przesunig¢cie w czasie, zwane przesunigciem fazowym -—
sygnaty opOznione 1 wyprzedzajace (y[n]=x[n-n ] — w
zaleznosci od znaku n_ system wprowadza opdznienie -1 >0
lub przyspieszenie n_<0)

 Odwrocenie sygnalu w dziedzinie czasu (odbicie wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych) y[n]=x[-n]

e Skalowanie sygnalu w dziedzinie czasu (x[2n] — sygnal
skompresowany, x[n/2] — sygnal rozciagnigty

W ogolnym przypadku transformacji sygnatu obejmujacym trzy
powyzsze operacje zapiszemy: x[an+b], gdzie dla |a/>1 otrzymamy
sygnal liniowo skompresowany (Scisniety), dla 0<|a|<1 sygnatl liniowo

rozciggnigty w czasie, dla a<0 uzyskamy odwrocenie sygnatu w czasie;
wartosC 1 znak b decydujg o przesuni¢ciu fazowym sygnatu.




Przyktady transformacji sygnatow
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Sygnat parzysty | nieparzysty
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Przyktady sygnatow deterministycznych

analogowych I ich rownania

* Sygnaty impulsowe o ograniczonej energii

impuls prostokatny

0 dla }|>05
x(1)=TI(1) =405 dla []=0.5

1 dla ||<05
impuls kosinusoidalny

x(2) =cos myt - T1 L
T/ Wy

x(1)= A1) = {

impuls trojkatny

0 da [f>1
I-jf dla |f<1

impuls wyktadniczy

5
(D =e “‘”H[r ;/ ] o>0



* Sygnaty 0 nieskonczonym czasie trwania

| 0 ograniczonej energii

wyktadniczy malejacy

dla 20
, o0
dla <0

Sinc(?)

sin(myr) /(wgr) dla r#0
1 dla r=0

Sinc(wy?) = {

miejsca zerowe dla =knt/ gy, k=...,-2,-1,0,1,2,...

28

sinusoidalny malejacy wykitadniczo

o>0

SO it _
X(f) = {Aé’ OS]H( w()f) dla t>0

£aussowski



* Sygnaty o ograniczonej mocy sredniej
- nieokresowe

| 1 dla 120
o) =1(r)=<_ _
0 dla r<0

skok jednostkowy

wvkladniczy narastajacy x(t)= [I - :l: t). a=>0

funkcja znaku sgn(s):

calka z Sinc(y) Sil‘ﬂz_[Siﬂ:it}d:

AL



* Sygnaty o ograniczonej mocy sredniej
okresowe

syenatl sinusoidalny x(r) = Asin(eyr)

re (kT (k+1/2)T)
fala prostokatna bipolarna x(r)=< (0 f=k-T/2

te (k=1/2)T. kT )

A dla re (kT —t/2.kT +1/2)

fala prostokatna unipolarna AL t=kT +|t/2]

r pozostalych

30
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« Sygnaty zmodulowane

modulacja amplitudy

x(r)= .—1[1 +k, -mu_u]-s:ms{m;,fl O<k, =1

modulacja kata (ogolnie)

x(r)y= ,—ls:us[iglf}]

modulacja fazy

modulacja czestotliwosci

x(r)=A cns[m,lf + Oy, + i:_;, -mi(r hJ

x(r)= .r'lClZ‘I-S.[I[!}_J +0y+ky- |mlf u‘r]

liniowa modulacja fazy / czestotliwosci

i 1 -
) = o ; 1 m(t)dt = —ou”

sinusoidalna modulacja fazy / czestotliwosci

[ |
m(i)=cos(m,r): 1 m(t)dt =—sin{w,r)
= {’.JH

k, kf,k@ - glebokos¢ modulacji, o - czgstotliwos¢ nosna,




Sygnaty okresowe | prawie okresowe

-2 — -‘—1—;—"T—“]—'1—f—'r'--—f—r—'i

0:2 (1.4 0.6 08 ] 0.2 {1, 0.6 (1K |

x(f)=sm(2n5t)+0,2s1in(2125t) x(f)=sm(2n5t)+sin(2m(m)t)



Sygnaty zmodulowane

oo~

2 S ————————
0 0.t 0.8 |
cens s

il

e f——|

|

R T
0.4 — f\ll\if\ A
E -3‘5\1333,\]\/3.

-1.2

§] 2 0,4 0.6 (K 1

cans 5]

x(1)=sin[21(102%)]

| | | | ;
12 T t———r—]
1] 0.2 £ (.6 0.8 I

cros 5]

0.2 (.4 .6 08

x(t)=sin[27(10¢+(10/212)sin2w2t)]
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Sygnaty dystrybucyjne

 Impuls Diraca (delta Kronekera)

* Ciagi aproksymujace dystrybucj¢ Diraca

5(¢)= lim 5(¢,7)

2

5(¢,7)= 1e <
T

« Zwiagzek impulsu Diraca z sygnatem skoku jednostkowego
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Wiasciwosci dystrybucji Diraca

Mnozenie przez stalg . Zmiana skali

+00

jaS(t)dt =a -

—00

Parzystos¢ dystrybucji
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Wiasciwos¢ powtarzania

400

[ x(ele—hie= [ xle—po(che = x(o)

—00
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Pochodna dystrybucji Diraca

5(¢,7) = ;l—tS'(t,r)

[5()=0

o0

J ()" (e — 10 )t = —x'(z,)

— 00
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Parzysta i nieparzysta para dystrybucii




Dystrybucja grzebieniowa (funkcjg sza)

40
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Wiasciwosci dystrybucji grzebieniowe]

. Wiasciwos¢ probkowania

x(¢ )11 (¢ Zx(n)S t—n)=..x(-2)5(t+2)

n=—0o0

+ x(=1)8(¢ +1)+ x(0)3(¢) + x(1)5(z 1) +...

x(t)l III(%) = f x(nT)3(t—nT)

T

. Wiasciwos¢ powielania okresowego

x(¢)® HI(¢) Zx(t n)=..x(t-3)+x(t+2)+...x(t)+ x(t+1)+x(+2)+...

1

()®TIII( ) Zx(t nT)
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Dyskretny sygnat impulsowy (probka)

o[n] = uln] - uin — 1].
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Wiasciwosci dyskretnego impulsu

Wiasciwos¢ powtarzania

+00

x[n]= "> x[k]o[n —k]=x[n]® &[n]= x|n]

K=—00

Wiasciwos¢ przemiennosci
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Wiasciwosc filtracyi

Wiasciwosc¢ parzystosci

5|-n]=a]n]

Zmiana skali
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Sygnat wyktadniczy ciagty | dyskretny

xln] = Ca”,

x[#]=C el

EI:E”H.




Sygnat sinusoidalny

Al m lh lllh

N= 12

t [ )

ll ‘ Ill IM

I g HIN_;
Wit IHHHHHH




Sygnaty dyskretne okresowe roznej czestotliwosci

x[r] = Acos(wan + ).

T
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Sygnaty wyktadniczy zespolony rosnacy |
malejgce




Porownanie sygnatu ciggtego 1 dyskretnego

X (Z)] = @j_@f | X [n] — eion

Nieskonczenie wiele sygnatow
harmonicznych o tym samym
okresie (pulsacji) podstawowym

Skonczona liczba harmonicznych
roOwna okresow1i N

Roézne sygnaty dla réznych ko, Te same sygnaty dla czestotliwosci
roznigcych si¢ o 2n

Okresowy dla kazdej wartoSci o Okresowy tylko dla o =27mm/N

Najwigksza czestotliwos¢ oscylacji ma sygnat dyskretny okresowy dla
®, = % 7 1jego nieparzystych wielokrotnosci, zas dla o =0 badz 2nk sygnat,
otrzymujemy sygnat staty.
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Aproksymacja sygnatu bramki za pomoca szeregu
sygnaloOw harmonicznych

Sygnat analogowy
(efekt Gibbsa)

Sygnal dyskretny

50
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Podstawowe wlasciwosci systemow

- -Liniowos¢ systemu

(zasada addytywnosci +thomogenicznosci =zasada superpozycji)

x|n]= o [n]+ fic, |n]

yln]= ey, |n]+ By, |n]

Stacjonarnos¢ systemu

x|n]=x[n—n]

nl=yln—n,]




Przyczynowosc¢ systemow i sygnalow

Jezeli y [n] i y,[n] sa odpowiedziami systemu na sygnaly wejSciowe
odpowiednio x,[n] i x,[n], a ponadto sygnaly te dla n<N, s3 sobie rowne to:

xl[n-]- - XZ[;z] dia n<N | yin] =y,[n] dlan<N

System jest przyczynowy jezeli odpowiedz jego zalezy tylko od
wartosci sygnalow wejsciowych i wyjsciowych w przeszlosci i w badanej
chwili.

Systemy nieprzyczynowe, zwane wyprzedzajqcymi, to takie, w
ktorych wartos¢ sygnalu wyjsciowego w badanej chwili zalezy takze od
przyszlych wartosci sygnalu na wejsciu. Przykladami takich systemow s3a:

- systemy, w ktorych zmienng niezalezna nie jest czas (np. systemy
cyfrowego przetwarzanie obrazow),

- systemy w ktorych usredniamy dane zebrane w pewnym okresie czasu
(ceny akcji na gieldzie, dane demograficzne, sygnaly meteorologiczne), i w
ktorych interesuje nas okreslenie wolnozmiennych trendow w danych,
zawierajacych takze szybkozmienne (czesto przypadkowe) fluktuacje.

52
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Filtr sredniej ruchomej rzedu M
(jako przykiad systemu wyprzedzajqcego)

System, w ktorym usredniamy dane zebrane w pewnym
przedziale czasu, aby usunac przypadkowe (nietypowe dla
danego zjawiska) zaktocenia, nazywamy filtrem srednie;
ruchomej rzedu M (gdzie rzad filtru oznacza usrednianie na
liczbie probek rownej M). Jest to system nieprzyczynowy.
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Odwracalnosc¢ systemow

System jest odwracalny, jezeli jest mozliwe znalezienie takiego
systemu, ktory witaczony z nim kaskadowo da na wyjsciu sygnat
WeJSClowy.

_ y[n] Inverse

{a}

y(t) = 2x() w(t) = 2y(t wlt] = xft)




PamigcC systemu

Systém ] est paﬁiiqcia; jezeli potrafi gromadzi¢ warto$ci sygnatu
wejsciowego 1 wyjsciowego z przesziosci.

Konsekwencja tej wlasciwosci jest to, ze w systemach bez
pamigci warto$¢ sygnalu wyjsciowego w chwili n zalezy tylko od

wartosci sygnalu wejsciowego w tej samej chwili.

Systemy bez pamigci opisane sg rownaniami algebraicznymi, zas
systemy z pamigcig rOwnaniami roznicowymi.

Przyktadami systemow dyskretnych z pamigcia sa sumator
(akumulator) 1 filtr sredniej ruchome;.
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Stabilnos¢ systemow

ego n,

x|n]|<B. dla kazc
yn] <By dla kazc

ego n,

gdzie: B, 1 B sa dowolnymi skonczonymi statymi.

W literaturze anglojezycznej okreslamy , ze

uktad jest stabilny

w sensie BIBO (Bounded Input Bounded Output)
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Analiza systemow liniowych, stacjonarnych

w dziedzinie czasu
* relacja miedzy sygnalem wejSciowym i wyjsciowym
 charakterystyki czasowe
e rOwnania roznicowe

oln]

uln]

h|n]
>
s|n]

>

Odpowiedzia systemu cyfrowego na sygnal w postaci impulsu
Diraca o[n], nazywamy odpowiedziq impulsowq 1 oznaczamy
h[n], zas odpowiedz systemu na sygnat skoku jednostkowego
u[n], oznaczamy przez s[n] 1 nazywamy odpowiedziq skokowq
(na skok jednostkowy).
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Wyznaczanie odpowiedzi systemu dyskretnego

Odpowiedz y|n] systemu liniowego stacjonarnego na dowolny
sygnal x[n], wyznaczamy znajac odpowiedz impulsowq /|n]
tego systemu, z zaleznosci:




x[—2] &[n + 2]

—4-3-2-1 01 2 3 4
i)

®[—1] 8[n + 1]

x[0] B[r]
—4-3-2-1 0 1 2 3 4
(d)
X[1]5in—1]
—4-3-2-1 0 1 2 3 &
(e}

x[2] B[n--2]

x[—1], n= -1
0, R#E-1"

x[0], m=20
0, n=0"'

x|-118[rn + 1] = l

x[Mé[a] = l

A118[n ~ 1] = [;‘;‘[”* " 11.

x[n] = ...+ [ —3]8[n + 3] + x[-2]8[n + 2] + x[-118[n + 1] + x[015{~]
+ x[118[r — 11 + x[2]8[n — 2] + x[3]8[n — 3] =+ ....




V] = i X[ &JA[0 — k] = 0.5.

k— o=

hin-Kl, n=0 v = > alklA[l - k] = 0.5 +20 = 2.5,

= —m

il

—

¥21 = > x[kIA[2 - &k} = 05+ 20 = 2.5,
A —w

3 —k]

¥[3] = Z x[kh[3 — k) = 2.0.
hin=—k], n=3 k==

L 1]

n—2 Nn-1 n




%[k = w'ulk]

o)

hin] = ulr]

B 1t e




Polaczenia systemow

Kaskadowe, szeregowe

Rownolegle Ze sprzgzeniem zwrotnym

o EN -
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e Odpowiedz impulsowa szeregowo polaczonych systemow
liniowych stacjonarnych o odpowiedziach i1mpulsowych
rownych odpowiednio #[n] 1 h,[n] jest rowna splotowi
odpowiedzi impulsowych:

hln|=h,[n]@ by [n]

e Odpowiedz impulsowa rownolegle polaczonych systemow
liniowych stacjonarnych o odpowiedziach impulsowych
rownych odpowiednio #4,[n] 1 hy[n] jest roOwna sumie
odpowiedzi impulsowych:

hln|=hi[n]+ hyn]




* Liniowy system stacjonarny jest stabilny jezeli
jego odpowiedz impulsowa jest absolutnie sumowana
- (ma skonczong sumg):

* Liniowy system stacjonarny jest przyczynowy,
(niewyprzedzajacy) jezeli jego odpowiedz impulsowa
speinia warunek:

hlk]=0 dla £<0
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Rownania rozniczkowe 1 roznicowe

W dziedzinie czasu relacja miedzy sygnatem wejsciowym 1
wyjsciowym dla systemu LTI jest opisana liniowym rownaniem
rozniczkowym (dla uktadu analogowego ) badz roznicowym
(uktad dyskretny) N-tego rzedu o statych wspolczynnikach,
postact:

(1)




Rozwiazanie rOwnania rozniczkowego (roznicowego) sktada si¢ z rozwigzania
roOwnania jednorodnego (rozwiazanie ogolne- odpowiedz swobodna) oraz
rozwigzania szczegolnego (odpowiedz wymuszona):

(2)

Rozwiazanie wymaga podania dodatkowych warunkow poczatkowych. Jesl
system jest linlowy, stacjonarny 1 przyczynowy to mozemy zapisac:

x()=0 dla r<t, = y(¢)=0 dla t<t,

x[n]=0 dla n<n, = y[n]=0 dla n<n,
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Dla uktadow liniowych stacjonarnych i przyczynowych odpowiedz systemu
y(H)/y[n] dla czasu £>¢, (n>n,) mozna zatem wyznaczyC z rownan (1) dla
nastepujacych warunkow poczatkowych:

)/(fo)z d)’(to) _ dyN_1(to) ~0

da  dV!
y[no]:y[no—1]:...:y[n0—N]=O

Rownania (1) mozna zapisa¢ w postaci:

ktore dla przypadku rownania r6znicowego nazywamy rOwnaniem
rekurencyjnym - wartosci sygnatu wyjsciowego w czasie n zaleza od Wartosc1
wejscia 1 wyjscia w tym czasie 1 w chwilach wczesniejszych.
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Dla N=0, rownania upraszczajq si¢ do postaci:

dla 0<n<<M

rOwnanie roznicowe dla N=0
nazywamy rownaniem
nierekurencyjnym - dla wyznaczenia
wartosci sygnatu wyjsciowego w
czaslie n wystarczy znajomosc¢ wartosci
sygnatu wejsciowego w czasie n 1 w
chwilach wczesniejszych.

Systemy opisane rOwnaniem
rekurencyjnym maja odpowiedz
impulsowa nieskonczong - systemy
NOI, zas systemy opisane rOwnaniem
nierekurencyjnym - systemy SOI maja
skonczona odpowiedz impulsowa.

Gdy N>1, rownanie jest nierekurencyjne 1 wymaga do rozwigzania warunkOw
poczatkowych, ktorych liczba okreslona jest rzgdem rownania.
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Elementy schematow blokowych

Element opdzniajacy Element catkujacy 1 rozniczkujacy

T PR L B IR B b e g

x[n] x[n-1] x(t) Jx(£)d¢
— i
Element mnozacy x(1) dx(r)/dt

x[n]
4>

x(t)
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Schemat blokowy rOwnania roznicowego

y[n]+ayln—1] = bx[n]




Schemat blokowy rOwnania rozniczkowego
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Przyktad:
Wyznaczy¢ odpowiedz uktadu liniowego stacjonarnego
opisanego.rownaniem rozniczkowym I rzedu:

na sygnaly: skoku jednostkowego, impulsowy, wykladniczy

przy zatozeniu, ze dla <0, y(0)=0
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1
Responses to x(t) = §,4(t)

1
Responses to x(t) = 8,(t)=r,(1)

(©)
1

hit) = e (1)

1

1
Responses to x(t) = ry(f)-ra(t)

)




Przyktad:
Wyznaczy¢ odpowiedz uktadu liniowego stacjonarnego opisanego
rownaniem roznicowym I rzedu

1

yin]==xn= 1] = x[n]

na sygnat impulsowy:

ktorym y[-1]=0
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Rozwigzanie rOwnania ma postac:

10] = 2{0] +%y[—1] _

1 1Y
V1= x[1]+ Ey[O] = (E K

2] = 2(2] +%y[1] _
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Przeksztatcenia catkowe: Laplace'a , transformacja Z,
przeksztatcenie Fouriera

Metody analizy sygnalow polegajace na zastgpieniu rownan
rozniczkowych (r6znicowych) opisujacych relacje wejscie -
wyjscie rOwnaniami algebraicznymi wykorzystuja
przeksztatcenia: Laplace'a jednostronne 1 dwustronne (sygnaty
analogowe), Laurenta , Fouriera 1 inne.

W rownaniach rézniczkowych 1 ro6znicowych wystepuja
sygnaty jako funkcje argumentu rzeczywistego #(n). Takie
funkcje czasu nazywamy oryginatem lub funkcjq oryginalng.
Ich odpowiednik w dziedzinie zmiennej zespoone]



Kazdej funkcj1 rzeczywistej czasu f(f) mozna przyporzadkowac
funkcj¢ zmiennej] zespolone] s=otjw, ktora nazywamy
parametrem zespolonym.

Funkcje t¢ nazywamy transformata funkcji czasu lub obrazem
funkcj1 czasu w zbiorze liczb zespolonych, oznaczamy przez F(s)
1 wyznaczamy z zaleznosci:

F(s)= [ f(edr

1 C+JOO

() = j F(s)e"ds

2T %

przeksztatcenie odwrotne

w ktorym c - liczba rzeczywista dodatnia nie mniejsza od odcigtej zbieznosci
transformaty, c>o
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Przeksztalcenie Laplace'a proste 1 odwrotne oznaczamy
_ Jako:

F(s)=L[f ()]

f(@®)=L"[F(s)]

Zestawienie oryginatow 1 transformat Laplace'a
wybranych funkcji spotykanych w teori1 sygnatow 1
systemoOw przedstawiono w tablicy

/8
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Podstawowe wzory 1 twierdzenia

Twierdzenie 1. (0 linlowosci):

Liaf (t)+ bg(1)} = aL|f (1)} + bL{g(t)} = aF (s) + bG(s)

Twierdzenie 2. (0 podobienstwie, zmianie skali):

Twierdzenie 3. (0 przesuni¢ciu zespolonym):

Lie" f(t)=F (s — k), k —dowolna stala



Twierdzenie 4 :(0 opdznieniu-przesuni¢ciu rzeczywistym):

L{f(t—h)}=e""F(s)

Twierdzenie 5 :(graniczne): Jezeli F (s)=L{f(¢)} oraz
a) jezeli 1stnieje granica prawostronna:

£(0%) = lim £(t)

to:

J(07) =limsF(s)

b) jesli wszystkie bieguny funkcji F(s)
znajdujq si¢ w obszarze Q,
dla dowolnie matego >0, to:

J(0) =lim f(#) =lim sF(s)

I Uwaga, jesli bieguny funkcji F(s) leza na osi urojonej (¢=0), to twierdzenie
nie obowiazuje - istnienie granicy F(s) nie zawsze oznacza istnienie granicy f{¢)
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Twierdzenie 6 (o transformacie funkcji okresowej): jezeli f(t) jest funkcja
okresowa o okresie 7, to:

gdzie: F(s) jest transformata funkcji f(¢) za okres.

Twierdzenie 7 (o transformacie pochodnej):

L{f'(t)}=s{F(s)—M} =sF(s)- f(0")

\)

7)) _r@) o)

A)

L{f(”)(t)}=S”{F(s)——————}



Twierdzenie 8 (o transformacie catki):

Twierdzenie 9 (o transformacie splotu funkcji - twierdzenie

Borela):

Lif(1)® g(t)} = {j f(0)g(t- r)dr}—F(s)G(s)

Twierdzenie 10 (o transformacie pochodnej splotu - catki

33

Duhamela):

d t
L{az‘)‘f(t —1)g(1) dr} = sF(s)G(s)
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Region zbieznosci transformaty Laplace'a

Wiasciwos¢ 1:

Obszar zbieznosci transformaty X(S) sktada si¢ z pasm rownoleglych do osi
urojonych jw).

Wiasciwos¢ 2:

Wymierna transformata Laplace'a nie zawiera biegunow w obszarze
zbieznoscl.

Wiasciwos¢ 3:

Jesli x(¢) jest funkcja o skonczonym czasie 1 jest bezwzglednie catkowalna, to
obszarem zbieznosci jest cala ptaszczyzna zmiennej zespolonej s.

Wiasciwosc¢ 4:

Jesh funkcja x(#) jest prawostronna 1 jesli prosta Re{s}=c, znajduje si¢ w
obszarze zbieznosci, to wszystkie wartosci s, dla ktorych Re{s}>c, takze
znajduja si¢ w obszarze zbieznosci.

Wlasciwos¢ 5:

Jeslh funkcja x(7) jest lewostronna 1 jesli prosta Re{s}=c, znajduje si¢ w
obszarze zbieznosci, to wszystkie wartosci s, dla ktorych Re{s}<c,beda takze
W obszarze zbieznosci. |



Wiasciwos¢ 6:

Jesl funkcja x(7) jest obustronna 1 jesli prosta Re{s}=c, znajduje si¢ w obszarze
zbieznosci, to.obszar, zbieznosci jest pasmem na ptaszczyznie zmiennej
zespolone;.

Wiasciwos¢ 7:

Jesli transformata X(s) funkcji x(7) jest wymierna, wtedy jej obszar zbieznosci
jest ograniczony biegunami, badZ rozciaga si¢ do nieskonczonosci i zadne
bieguny nie znajdujq sie w jego obszarze.

Wiasciwosce &:

ooooo

,,,,,

lezacym najbardziej na lewo.

przykiady
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Wyznaczenia oryginatu transformaty
odwrotna transformata Laplace'a
W celu wyznaczenia oryginatu transformaty wykorzystuje sig:
. tablice oryginatow 1 transformat
. metodg residuow bazujaca na twierdzeniu Heaviside'a

Stosowanie tablic oryginatow 1 transformat jest najprostsza
metoda 1 zawsze, gdy to mozliwe, tak wyznaczamy oryginat x(z).
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Metoda residudéw bazuje na mozliwosci przedstawienia
transformaty W postac1 110razu wielomianoéw funkcji wymiernych

zmiennej zespolonej s,

l -1
F(s) = L(s) as +a,_ s +..as+ta,

N(s) bs"+b _.s""+...bs+b,

przy czym zaktadamy, ze:
- ulamek L(s)/M(s) jest nieskracalny,
- stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.
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Twierdzenie  Heaviside'a  mowi, ze  funkcje
operatorowa X(s) posiadajaca bieguny jednokrotne
mozna roztozy¢ na utamki proste:

X(s)= L(s) :Zn: 4, _ 4

M(s) ‘T s—s, S§—s¢,

gdzie: n - jest stopniem wielomianu M(s) 1 oznacza
liczbeg biegunow funkcji X(s)



Wspotczynniki od 4, do 4, wyznaczamy ze wzoru na residuum
funkcj X(s), wedlug:

A, =res X(s) = hm[(s s, )X (s)]= ]\jgzk ))
s=s, 55, S,

M'(Sk)zﬁ(s—sk)

i#k
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Jesli jeden z biegunow funkcji operatorowe) X(s) jest biegunem
zerowym s5,=0, wtedy funkcje operatorowa przedstawiamy w
postaci:

i L(Sk) eskt
o1 SN (s,)

N'(Sk):ﬁ(s_sk)

i#k
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Przeksztalcenie X

Ciggowai liczb f[n] mozna przyporzadkowac funkcje zmiennej zespolone;j
z, wedhug:

Transformata dyskretna

Oryginal dyskretny

Obszar zbieznosci szeregu znajduje si¢ na ptaszczyznie zmiennej zespolone;
na zewnatrz lub wewnatrz okregu jednostkowego.

Zestawienie oryginalow 1 transformat Laurenta wybranych funkcji
spotykanych w teorii sygnatow 1 systemow przedstawiono w tablicy
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z

z
—1
z
—d

zsin ®71
z2—-2zcos T +1
2
Z

—zcoswTl

z2—2zcos T +1




Podstawowe witasnosci przeksztalcenia X

~ Twierdzenie I (0 liniowosci):

Z{af (1) + bg(0)} = aZ\f (1)} + bZ{g(t)} = aF (2) +bG(2)

Twierdzenie 2 (0 clagu przesuni¢tym):

g5




Twierdzenie 3 (o0 transformacie ciggu sum):

Twierdzenie 4 (o rozniczkowaniu transformaty):

Twierdzenie 5 (0 zamianie zmi€nnej z na az):
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Twierdzenie 6a (graniczne):

Twierdzenie 6b (graniczne):

lim f[n]= lim (z -1)F(z)

11—>00 1<z—>1

Twierdzenie 7 (0 splocie dwoch ciagdw):
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Transformata odwrotna przeksztalcenia X

Przeksztalcenie odwrotne dyskretne przyporzadkowuje funkcji
zmienne) zespolonej F(z) sygnat dyskretny (ciag liczbowy) f[n].
Omowione zostang 2 metody.

Obie dotycza wymiernej funkcji F(z), ktora mozna przedstawic
w postaci 1loczynu funkcji wymiernych postaci:

\Y% v—1
F(z) = L(z) bz +b z +...+bz+Db

m m—1
M(z) a,z"+a, z" +...+az+a,

przy czym zaktadamy , ze m>=v.



* Metoda rozwinigcia w szereg potegowy

W metodzie mnozymy licznik i mianownik transformaty F(z)
przez z™ . Dzielac nastepnie licznik tak otrzymanego wyrazenia
przez mianownik otrzymuje si¢ szereg:

ktorego kolejne wspotczynniki sa wyrazami poszukiwanego ciagu.
Metodg stosujemy, gdy chcemy wyznaczyc¢ kilka poczatkowych
wyrazow sygnatu.
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« Metoda rozktadu na utamki proste - odpowiednik metody bazujace;j
na twierdzeniu Heaviside'a

SR e

A = limM: L(z,)
72, N(Z) N' (Zk )

Oryginatl f[n] funkcj1 operatorowe] F(z) wyrazimy nastepujaco:
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Przyktady:
Wyznaczy¢ transformaty nastepujacych sygnatow dyskretnych:

fnl=uln|-uln-6]

fln]=3uln]+28[n _1]_%4n

Wyznaczy¢ oryginaly nastepujacych transformat dyskretnych:

)



Uktady cyfrowe 1 ich rozwigzywanie z wykorzystaniem transformacji Z

yln]+ay[n-1+a,y[n—-2]+...a, y[n—m]
=byx[n]+bx[n-1]+...b x[n—m]

yi-1l=y.q, V-2l=y,, ... yI-m]l=y.,,

Rozwiazanie zawiera:

- odpowiedz wymuszona, bedaca rozwigzaniem rownania (1) przy zerowych
warunkach poczatkowych,

- odpowiedz swobodna, bedaca rozwiazaniem roéwnania jednorodnego
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Dla uktadu I rzedu:
Vinl+ayln—11=byxin]+ bxin—1], »~1]=0
Y(z)+ a, {Z_1Y(Z)+ V_ }: bOX(Z)-|- b1Z_1X(Z)
Y(Z)(1 + a1z_1)= (bo +bz )X(Z)— a,y._

(bo + b1z_‘11 )X(z)+ — a1y__11
1+a,z 1+a,z

(_ 4 )Z _

Odpowiedz wymuszong uktadu cyfrowego wyznaczamy znajac transmitancje
systemu H(z) (transformat¢ jego odpowiedzi impulsowej i[n]):

Y (Z) = H(Z)X(Z) |

w
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Gdy x[n]=dn] to X(z)=1, wtedy dla uktadu I rz¢du zapiszemy:

_ (boZ"‘b1)_ b,
H(z)= (z+a,) a

b z oz
Dz+1+ - - =

b, a, d,

£

a,

b z
__1_|_ bo_ 1
a, a, ) z+a,

]~ ﬁs[n]+(bo _ﬁj(_ o Vul]

a, a,




Przyktad:
Dla uktadu dyskretnego opisanego rOwnaniem:

y[n]— % y[n—1]=4x[n]+3x[n-1]

obliczy¢: h[n], H(z), oraz odpowiedz ukladu na wymuszenie
sygnatem skoku jednostkowego x[n]=u[n].
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Analiza cze¢stotliwosciowa sygnatow 1 systemow
Szereg 1 przeksztalcenie Fouriera

Dla sygnalu okresowego szereg Fouriera pozwala okreslic
amplitudy  czestotliwosc1  podstawowe; 1 wyzszych
harmonicznych.

W przypadku funkcji nieokresowych analizowana funkcje
rozpatruje si¢ w nieskonczenie dlugim przedziale czasu i
stosuje calkowe przeksztatcenie Fouriera.

Za pomoca analizy czgstotliwosciowe] mozna tez badac
szeregl dyskretne — w takim przypadku stosuje si¢ tzw.
dyskretng analiz¢ czgstotliwosciowa - szczegolnie wazna przy
obliczeniach na maszynach cyfrowych.
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Szereg Fouriera funkcji okresowej ciaglej

x(t)=a, +a, sin(ooot +0, )+ a, sin(2coot +0, )+ ..ta, sin(na)ot +0, ) =

- rOwnanie syntezy

sin(oc + B) =sino.cosP+sinf3cosa

x(t)=ay+a,sin0,cosw,t +a,cosO, syt +...+

+a,sin0 cosnwyt+a, cosO sinnwgyt

x(t) = % + Zn: [ A4, cos(koyt)+ B, sin(koyt)]
k=1
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() = 1 cos 2wt *g(t) + x4 (1)

X,(t) = cos 4nt Xolt) + x4(t) + X(t)

o

xa{t) = £ cos 6ut x(t) = Xglt) + X4 () +o{t) + X3(t

-
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Wspotczynniki szeregu Fouriera

1T
B AR

Rownanie analizy

T

jx(t)cos(ka)ot)dt
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Widmo amplitudowe 1 fazowe sygnatu

Wykres  wspolczynnikow  Fouriera, przedstawiajacy udzial
- poszczegolnych harmonicznych-w sygnale x(7), daje obraz rozkladu
zawartych w nim czestotliwosci;

wykres ten jest nazywany widmem czestotliwosciowym lub krotko
— widmem sygnatu.

Wspoltczynniki szeregu Fouriera sg liczbami zespolonymi.

a,|=t(k) - widmo amplitudowe

«a,=f(k) - widmo fazowe
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Przyklad: wyznaczy¢ widmo amplitudowe i fazowe nastepujacego
sygnatu rzeczywistego:

: T
x(1) =1+ sin @yt + 2 cos w4 + cos(Zcoot + Ej

~3-2-1 0 1 2 3




Sygnat okresowy prostokatny 1 jego widmo




Wspotczynniki szeregu Fouriera (widmo) sygnatu okresowego prostokatnego
dla wybranych wartosci 7'w stosunku do T}

ol . 1, o111,
T - - T 17T

=1]|l|||

.
8 0 g '11IM?

()




Siapararaty

b i e Bl iy keetiat

Suma 5 pierwszych funkcji bazowych

Suma 30 pienwszych funkcji bazowych

] o s

Siapararai

1ibbsa

5
-
=
[

spsrarars

H O P

D T

Syanat analizawany

Suma 10 pierwszych funkcji bazowych
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Zaleznos¢ Parsevala
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Porownanie sygnatu wykladniczego (okresowego)
analogowego 1 dyskretnego

x ()= el® | x [n] = eon

Nieskonczenie wiele sygnatow
harmonicznych o tym samym
okresie (pulsacji) podstawowym

Skonczona liczba harmonicznych
rowna okresow1i N

Rézne sygnaly dla réznych ko, Te same sygnaly dla czgstotliwosci
rozniacych sig¢ o 2w

Okresowy dla kazdej wartosci o Okresowy tylko dla o =2mm/N

Najwigksza czestotliwos¢ oscylacji ma sygnat dyskretny okresowy dla
o, = = 7 1 jego nieparzystych wielokrotnosci, zas dla » =0 badz 2nk sygnal,
otrzymujemy sygnat staty.
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Sygnat dyskretny okresowy 1 jego widmo Fouriera
rOwnania analizy 1 syntezy

rOwnanie syntezy

rOwnanie analizy

Zaleznos¢ Parsevala

1
LS = o
n=<N> k

=(N)
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Przykiad: wyznaczy¢ widmo
amplitudowe 1 fazowe nastgpujacego ‘ . —m—_m—m—lL
sygnalu rzeczywistego: ...l | |

- T
x[n] =1+sin wyn + 3 cos wyn + cos(Zooon + —J
2

Vig
2
1
1

=N 0 N




Sygnat dyskretny okresowy prostokatny 1 jego widmo
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Wspotczynniki szeregu Fouriera (widmo) sygnatu okresowego prostokatnego

dla wybranych wartosci N w stosunku do N,, 2N,+1=5

JJ‘HIMm”ﬁMM%J'“MJM“W mj“ﬂ s V20




Odwzorowanie sygnatu dyskretnego prostokatnego za sumy pomoca
sygnatow harmonicznych
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Podstawowe wlasciwosci szeregu Fouriera o7
cigglego i dyskretnego

Liniowosé-szeregu Fouriera:

Ax(t)+ By(l)(i Aa, + Bb,

Przesuniecie w dziedzinie czasu:




Skalowanie w czasie:

Dla n bedacego wielokrotnoscia m.
Okresowe o okresie mN

Skalowanie w dziedzinie czestotliwosci:

121



Sprzezenie:

Splot okresowy

SF DSF

Lx(r)y(t—r)dr < Tab, Zx[r]y[n—r] <> Na,b,

r:<N>

Mnozenie sygnatow

SF
x[n]y[n](—) a, ®b, = z a,b,

I=(N)
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Pochodna:

O skonczongj wartosci 1 okresowa tylko
wtedy, gdy a,=0



Symetria sprzezenia dla sygnatow rzeczywistych

Rke{_ak }k: Re{a_, |
x(t) = Im {ak } =—Im {a_k}

a,|=|a,]

Za, =—Za,

Ponadto,

- gdy sygnat jest rzeczywisty 1 parzysty to wspolczynniki g,
szeregu sg rzeczywiste 1 parzyste

- gdy sygnal jest rzeczywisty 1 nieparzysty to wspotczynniki
a, s czysto urojone 1 nieparzyste

124



Odpowiedz czestotliwosciowa systemu LTI




Przvklad 1:

podano na zaciski systemu liniowego stacjonarnego o

odpowiedzi impulsowej: LOECEN)] -

Nalezy wyznaczy¢ wspolczynniki szeregu Fouriera b, odpowiedzi systemu
y(@.

Przyklad 2: Znalezé odpowiedz y[n] systemu dysKkretnego LTI

na sygnal BUIE cos( 2;") , jesli jego odpowiedz impulsowa

WAL /(i) = o'uln],  —1<a<+1
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Filtracja sygnatow

Odpowiedz1 czgstotliwosciowe czterech 1dealnych filtrow
cyfrowych zero-fazowych o rzeczywistych wspolczynnikach
odpowiedzi impulsowej przedstawione sa na rysunkach:

HHP( ej (.o)

1
®
-n -, (b) ™, T

H (eio)

I

- —W, —0O
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Filtry dolno- 1 géornoprzepustowy sa opisane funkcjami przejscia
pierwszego rze¢du postact odpowiednio:




Filtry pasmowe z rysunkow c 1 d sq opisane funkcjami przejscia
drugiego rzedu rzedu postaci odpowiednio:

. 1_z_2
1-B(1+a)™” +az™?

4o 1-2Bz "' +77°
2 1-B(l+a)” +az?




t.aczac szeregowo opisane wyzej proste filtry cyfrowe, mozna
budowac filtry z bardziej ostra odpowiedzia impulsowa.
t.aczac K dolnoprzepustowych filtrow pierwszego rzedu.

- Wypadkowa funkcja przejscia takiej struktury bedzie opisana
funkcja przejscia postaci:

Podane filtry idealne naleza do grupy o NOI 1 zerowej fazie.
Konstruuje si¢ takze filtry, w ktorych funkcja przejscia

odpowiada skonczone; odpowiedzi 1mpulsowej (SOI) z
odpowiedzig fazowa bedaca lintowa funkcja .
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Przyktady filtrow:
1) dolnoprzepustowy 2) gornoprzepustowy

y[n]= %[x[n]+ x[n—1]]

H(ej“’): %(1 +e @ ) = e % cos(w/2)
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3) Filtr rekursywny I -rz¢du (system NOI)

yinl-ay[n—1]= x[n]
Hler)=

1

_j(D b

h|n]|= a"uln]
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3) Filtr nierekursywny (system SOI):

gdzie, y[n] jest srednig wazong po N+M+1 wartosciach x[#], od
.. xX[n-M].do x[n+N], zwagami rtOwnymi wspotczynnikom b,.

- dolnoprzepustowy
a) N+M+1=3

yln] = %(x[n — )+ x|n]+ x[n+1])

h[n] = —(8[n —1]+ 8[n]+8[n +1])

1
3
H(ej“’): %(ej“’+1+e‘j‘°) %(1+2003(o)

11:656]



b) N+M+1=33 (M=N=16)

c) N+M+1=65 (M=N=32)




Filtr nierekursywny (SOI) - gérnoprzepustowy

yin]= % [x[n]— x[n—1]]

H(ej“’): %(1 — e‘j“))z jej“’/2 sin(oo/ 2)

-wszystkie filtry SOI sg stabilne, bo odpowiedz impulsowa
jest skonczona, a zatem sumowalna.

- dla N>0 w rownaniu [@ filtr jest systemem nieprzyczynowym,
t]. y[n]zalezy od przysztych wartosci x[n]. W filtracj1 w czasie
r5zeczywistym, w rownaniu musimy zatozy¢ N<0 |



Probkowanie sygnalow

Probkowanie polega na przeksztalceniu sygnatu ciaglego w
rOwnowazny sygnal dyskretny- a nastgpnie w sygnat cyfrowy.
Przeksztalcenie powinno umozliwia¢c odtworzenie sygnatu
ciaglego na podstawie sygnalu dyskretnego (ciggu probek) z
dowolna dokladnoscia.
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Probkowanie za pomocq funkcji Sza







Twierdzenie o probkowaniu

Niech x(¢) oznacza sygnal analogowy o ograniczonym widmie,
takim, ze X(jw)=0 dla |o|>w,, .

Sygnat x(t) jest jednoznacznie okreslony (rOwnowazny) przez
zb16r odlegtych o T jego probek x(nT), n=0, 1, £2.... , jesh
cze¢stotliwos¢ probkowania:

W >2
a graniczny czas probkowania:

T<t/w,,

gdzie: o,=2n/T, ®,, - czestothiwos¢ Nyquista

11632
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Pt =ﬁ‘£i_'r_u|:c - AT}

I“FA(L =l

Holieh

W dziedzinie cze¢stotliwosci,
1dea dowodu twierdzenia o
probkowaniu polega na
zastosowaniu do widma X(jw)
sygnatu x(7) dwoch
Znoszacych si¢ wzajemnie
operaci:

e przedtuzania okresowego
widma - powielenia

e filtracj1 widma powielonego.
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Probkowanie sklada si¢ 2z nastepujacych
operacji:

* Powielanie okresowe widma X(jw) sygnatu x(7),
* Filtrowanie powielonego widma X (jow) za pomoca
1dealnego filtru dolno-przepustowego o czgstotliwosciach

odcigcia T, takiej, ze: o< o |<o-w,,

 Przeksztalcanie przefiltrowanego widma X(jw) na sygnat
w dziedzinie czasu x(?).



Odtworzenie sygnalu cigglego ze znajomosci ciaggu
jego probek

Twierdzenie Kotielnikowa-Shannona

Dowolng funkcj¢ czasu mozna przedstawi¢ w postaci szeregu
Kotielnikowa-Shannona, ktéry ma postac szeregu Fouriera z
funkcja bazowa Sa:

n=a0

x(t)= :Z:x(nT)Sa(anm (t—nT))

n o0




Hr- IJ (l)::

| H, (jw) |
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Przyczyny bledow probkowania

 niepoprawny dobor cze¢stotliwosci probkowania,
e zalozenie idealnosci filtru dolnoprzepustowego,

» zalozenie 1dealnosci impulsow bramkujacych.
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