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19 października 2008
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Ogólny program wykładu

1 Wprowadzenie
2 Elementy teorii sygnałów
3 Elementy teorii systemów
4 Metody identyfikacji systemów
5 Transmisja sygnałów

[Szczegółowy program wykładu będzie podawany na bieżąco]
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Program ćwiczeń laboratoryjnych

1 Środowisko MATLAB. Wprowadzenie.
2 Wyznaczanie cech sygnałów zdeterminowanych i losowych w

dziedzinie czasu.
3 Wyznaczanie cech sygnałów zdeterminowanych i losowych w

dziedzinie częstotliwości.
4 Definiowanie i badanie systemów liniowych i nieliniowych.
5 Identyfikacja systemów (Modele ARX, ARMAX, modele w

przestrzeni stanów).
6 Modulacja i demodulacja sygnałów.

Ćwiczenia wykonywane są w Laboratorium w środowisku MatLab
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W. Moczulski (Politechnika Śląska, KPKM) Teoria systemów i sygnałów - w.01 19 października 2008 8 / 42



Skrócony regulamin przedmiotu

1 Wykład:
1 udział nieobowia̧zkowy
2 egzamin – test wielokrotnego wyboru

2 Ćwiczenia laboratoryjne:
1 udział obowia̧zkowy
2 oceny z poszczególnych ćwiczeń
3 konieczne zaliczenia sprawdzianu z MatLaba
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Pojęcie sygnału

Sygnał
Przebieg dowolnej wielkości fizycznej, moga̧cej być nośnikiem
informacji

Sygnał czasu ciągłego
Taki sygnał, którego wartość jest określona w każdej chwili czasu
w przedziale obserwacji sygnału

Sygnał analogowy
Sygnał czasu ciągłego o ciągłej amplitudzie
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Przykłady sygnałów analogowych

(a) wartość chwilowa ciśnienia akustycznego zarejestrowana podczas
wypowiadania słowa “sygnały”; (b) wartość chwilowa napięcia sygnału

elektrycznego mierzonego przez EKG [J. Wojciechowski, 2008]

W. Moczulski (Politechnika Śląska, KPKM) Teoria systemów i sygnałów - w.01 19 października 2008 12 / 42



Pojęcie sygnału dyskretnego

Sygnał dyskretny
Sygnał o wartościach określonych w dyskretnych chwilach czasu

W. Moczulski (Politechnika Śląska, KPKM) Teoria systemów i sygnałów - w.01 19 października 2008 13 / 42



Pojęcia podstawowe

Opis sygnału
Opisem sygnału jest zbiór cech sygnału

Cecha sygnału
uporządkowana para

〈NazwaCechy ,WartoscCechy〉 (1)

lub
〈Atrybut ,WartoscAtrybutu〉 (2)

Analiza sygnału
działanie, którego celem jest określenie wartości cech tego sygnału
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uporządkowana para

〈NazwaCechy ,WartoscCechy〉 (1)

lub
〈Atrybut ,WartoscAtrybutu〉 (2)

Analiza sygnału
działanie, którego celem jest określenie wartości cech tego sygnału
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Cechy sygnałów

cechy ilościowe (wartość jest liczba̧) 〈wartość średnia,22.5〉 lub

〈x̄ = 1
N

N∑
n=0

xn,22.5〉

cechy liczbowe (punktowe) (wartość jest liczba̧)
cechy funkcyjne (wartość jest funkcja̧ np. czasu lub czȩstotliwości)

cechy jakościowe (wartość jest nazwa̧/symbolem)
〈kolor, zielony〉
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Metody analizy sygnałów

Nieparametryczne
cechy sygnału sa̧ funkcjami czasu lub czȩstotliwości
Parametryczne

identyfikuje siȩ model sygnału w postaci zależności matematycznej
celem jest zastosowanie możliwie prostego modelu (proste
zależności matematyczne, niewielka liczba parametrów)
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Dziedziny opisu sygnałów

Dziedzina amplitudy
Dziedzina czasu
Dziedzina czȩstotliwości

Nazwa dziedziny pochodzi od parametru opisuja̧cego oś odciȩtych.
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Sygnał zdeterminowany i losowy

Sygnał zdeterminowany można jednoznacznie opisać za pomoca̧
modelu matematycznego, niezawieraja̧cego wielkości
losowych

Sygnał losowy wymaga opisu za pomoca̧ procesu stochastycznego
Dowolna cecha sygnału losowego wyznaczona dla tego samego sygnału na
różnych odcinkach czasu zwykle przyjmuje różne wartości i nie jest
reprezentatywna dla całej realizacji sygnału.
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Klasyfikacja sygnałów

Zdeterminowane Losowe

okresowe

harmoniczne
poliharmoniczne
nieharmoniczne

nieokresowe

prawie okresowe
przejściowe

stacjonarne

w szerszym sensie
w wȩższym sensie
ergodyczne

okresowo stacjonarne

niestacjonarne

przejściowe
z trendem
. . .
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1 Ogólne informacje o przedmiocie
Program przedmiotu
Literatura
Skrócony regulamin przedmiotu

2 Teoria sygnałów
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Model matematyczny sygnału analogowego

Funkcja ciągłej zmiennej niezależnej t (zwykle czasu),
o wartościach ze zbioru ciągłego
Oznaczenia: x(t), y(t)
Dziedzina określoności sygnału zależna od przeprowadzanego
eksperymentu:

czas obserwacji jest zawsze przedziałem ograniczonym
tworząc modele matematyczne wygodnie jest założyć, że
t ∈ (−∞,+∞)

Przeciwdziedzina każdego realnego sygnału jest podzbiorem
liczb rzeczywistych R
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Cechy liczbowe sygnałów analogowych (1)

Wartość średnia sygnału Xsr :

Xsr = lim
τ→+∞

1
τ

+τ/2∫
−τ/2

x(t)dt (3)

Energia sygnału Ex

Ex = lim
τ→+∞

+τ/2∫
−τ/2

|x(t)|2dt (4)

Moduł | • | jest istotny w przypadku sygnałów zespolonych
Sygnał jest sygnałem o ograniczonej energii, jeżeli:

0 < Ex <∞ (5)
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Cechy liczbowe sygnałów analogowych (2)

Moc sygnału Px :

Px = lim
τ→+∞

1
τ

+τ/2∫
−τ/2

|x(t)|2dt (6)

Sygnał jest sygnałem o ograniczonej mocy, jeżeli:

0 < Px <∞ (7)
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Sygnały o ograniczonej energii a sygnały o
ograniczonej mocy

Wielkość (4) oznacza całkowitą energię sygnału w przedziale
(−∞,+∞)

Wielkość (6) oznacza średnią moc sygnału w przedziale
(−∞,+∞)

Z definicji Ex ,Px wynika:

Ex ∈ (0,∞)⇒ Px = 0, Px ∈ (0,∞)⇒ Ex =∞ (8)

Klasy sygnałów o ograniczonej energii i o ograniczonej mocy
są rozłączne
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Model matematyczny sygnału dyskretnego

Modelem sygnału dyskretnego jest funkcja dyskretnej zmiennej
niezależnej (czasu dyskretnego) tn, o wartościach należących do
zbioru liczb rzeczywistych
Sygnały dyskretne oznacza się x(tn), y(tn),n ∈ N
Dziedzina określoności sygnału N jest zależna od
przeprowadzanego eksperymentu. Zwykle przyjmuje się
C = {0,±1,±2, . . .} lub N = {0,1,2, . . .}
Chwile czasu tn nie muszą być rozłożone równomiernie, ale
najczęściej sygnały dyskretne są określone dla równomiernie
rozłożonych chwil czasu o stałych odstępach Ts, tj.
tn = n · Ts, n ∈ N
Zwykle stosuje się notację uproszczoną:

x(nTs) $ x [n] (9)

W ten sposób sygnał dyskretny może być utożsamiany z ciągiem
liczbowym
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Cechy liczbowe sygnałów dyskretnych

Wartość średnia sygnału Xsr :

Xsr = lim
N→∞

1
2N + 1

N∑
n=−N

x [n] (10)

Energia sygnału Ex

Ex = lim
N→∞

N∑
n=−N

|x [n]|2 (11)

Sygnał jest sygnałem o ograniczonej energii, jeżeli spełnia (5)
Moc sygnału Px :

Px = lim
N→∞

1
2N + 1

N∑
n=−N

|x [n]|2 (12)

Sygnał jest sygnałem o ograniczonej mocy, jeżeli spełnia (7)
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Sygnał o skończonym czasie trwania

Sygnał analogowy przybiera wartości niezerowe w przedziale
czasu o skończonej szerokości:

∃(t1 < t2) x(t) = 0 dla t < t1 ∨ t > t2 (13)

Zwany także:
sygnałem przejściowym
sygnałem impulsowym

Sygnał dyskretny o skończonym czasie trwania spełnia:

∃(n1 < n2) x [n] = 0 dla n < n1 ∨ n > n2 (14)
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Sygnał o wartości ograniczonej (1)

Sygnał jest o wartości ograniczonej, jeżeli istnieje taka stała
M <∞, że:

∀t ∈ (−∞,∞) |x(t)| ≤ M lub ∀n ∈ (−∞,∞) |x [n]| ≤ M (15)

Warunkiem koniecznym, aby sygnał x(t) (lub x [n])
o nieskończonym czasie trwania miał ograniczoną energię jest:

lim
t→±∞

x(t) = lim
n→±∞

x [n] = 0 (16)

Warunkiem koniecznym, aby sygnał x(t) (lub x [n])
o nieskończonym czasie trwania miał ograniczoną moc jest:

lim
t→±∞

x(t) = lim
n→±∞

x [n] 6= ±∞ (17)
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Sygnał o wartości ograniczonej (2)

Każdy sygnał ograniczony o skończonym czasie trwania jest
sygnałem o ograniczonej energii (ma zerową moc). Np. dla
sygnału analogowego:

Ex = lim
τ→∞

τ/2∫
−τ/2

|x(t)|2dt ≤
t2∫

t1

M2dt = M2(t2 − t1) (18)
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Przykład: sygnał o ograniczonej energii

Sygnał x(t) = 2e−|t |

Energia tego sygnału jest
ograniczona, bo:

Ex =

∞∫
−∞

(
2e−|t |

)2
dt

= 2

∞∫
0

4e−2tdt

=
8
−2

e−2t
∣∣∣t=∞
t=0

= 4
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Przykład: sygnał o ograniczonej mocy

Sygnał dyskretny opisany wzorem:

x [n] =

{
0 dla n < 0
1 dla n ≥ 0

jest sygnałem o ograniczonej mocy, ponieważ:

Px = lim
N→∞

1
2N + 1

N∑
n=0

x2[n] = lim
N→∞

N + 1
2N + 1

=
1
2
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Sygnały obserwowalne fizycznie

Sygnały występujące w rzeczywistym świecie zawsze pochodzą
ze źródeł o ograniczonej energii - ich moc jest więc równa zeru
Sygnały o ograniczonej mocy nie występują w rzeczywistości, są
jednak modelami teoretycznymi, przydatnymi do opisu np.
sygnałów okresowych
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Pojęcie sygnału okresowego

Sygnał okresowy
Sygnał analogowy x(t) będziemy nazywali okresowym o okresie T0,
jeżeli:

∃T0 > 0 ∀t ∈ R x(t) = x(t + T0) (19)

Okres podstawowy
Jeżeli T0 jest okresem, to również l · T0, l = 2,3, . . . jest okresem
sygnału
Najmniejszą liczbę T0 spełniającą (19) nazywamy okresem
podstawowym
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Wartość średnia okresowego sygnału analogowego
(1)

Przyjmując w (3) za τ = nT0 mamy:

Xsr = lim
nT0→∞

1
nT0

nT0/2∫
−(nT0)/2

x(t)dt = lim
nT0→∞

n
nT0

T0/2∫
−(T0)/2

x(t)dt (20)

=
1
T0

T0/2∫
−(T0)/2

x(t)dt

Wykazaliśmy więc, że dla sygnału okresowego x(t) wartość średnia w
przedziale (−∞,∞) jest równa wartości średniej za okres T0
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Wartość średnia okresowego sygnału analogowego
(2)

Ponieważ całka funkcji okresowej na przedziale o długości T0 ma stałą
wartość, niezależnie od wyboru dolnej granicy całkowania, można
zapisać ogólną zależność na Xsr :

Xsr =
1
T0

∫
<T0>

x(t)dt , (21)

gdzie ∫
<T0>

x(t)dt (22)

oznacza całkę z funkcji okresowej x(t) na dowolnym przedziale o
długości równej okresowi T0
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Energia okresowego sygnału analogowego

Podobna analiza dla energii sygnału okresowego prowadzi do wniosku:

Ex = lim
nT0→∞

nT0/2∫
−(nT0)/2

|x(t)|2dt = lim
n→∞

n

T0/2∫
−(T0)/2

|x(t)|2dt (23)

Jeśli przez Ex (T0) oznaczyć energię sygnału x(t) w przedziale czasu
o długości T0, to:

Ex = lim
n→∞

n · Ex (T0) (24)

Jeżeli energia sygnału przypadająca na pojedynczy okres Ex (T0) > 0, to
całkowita energia sygnału Ex jest nieskończona

W. Moczulski (Politechnika Śląska, KPKM) Teoria systemów i sygnałów - w.01 19 października 2008 37 / 42



Moc okresowego sygnału analogowego

Moc sygnału okresowego:

Px = lim
nT0→0

1
nT0

nT0/2∫
−(nT0)/2

|x(t)|2dt = lim
n→∞

n
nT0

T0/2∫
−(T0)/2

|x(t)|2dt =

=
1
T0

T0/2∫
−(T0)/2

|x(t)|2dt =
1
T0

∫
<T0>

|x(t)|2dt (25)

Dla sygnału okresowego moc średnia w przedziale (−∞,∞) równa
jest więc mocy średniej za okres T0

Ponieważ realizowalne fizycznie sygnały mają skończoną moc
średnią za okres, na podstawie powyższych rozważań można
stwierdzić, że mają one skończoną moc w przedziale o
nieskończonej długości
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Wartość skuteczna sygnału analogowego

Wartość skuteczną określa się jako:

Xsk =
√

Px (26)

Pojęcie wartości skutecznej odgrywa ważną rolę w analizie
sygnałów realizowalnych fizycznie
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Przykład: sygnał harmoniczny

x(t) = A cos(ωt + θ), t ∈ (−∞,∞)
(27)

Parametry sygnału harmonicznego:
A - amplituda
ω - pulsacja [rad/s]
θ - faza początkowa [rad]
ω = 2πf , f - częstotliwość [Hz]
T0 = 1/f - okres sygnału [s]

Dla sygnału harmonicznego: Xsr = 0, Px = A2/2, Xsk = A/
√

2
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Inny sposób interpretacji sygnału harmonicznego
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Dziękuję za uwagę
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